Comparison of methods for solving the deformation characteristics of beam by Podsedník, Karel
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ
ÚSTAV MECHANIKY TĚLES, MECHATRONIKY A
BIOMECHANIKY
FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF SOLID MECHANICS, MECHATRONICS AND
BIOMECHANICS
POROVNÁNÍ METOD ŘEŠENÍ DEFORMAČNÍCH
CHARAKTERISTIK NOSNÍKU
COMPARISON OF METHODS FOR SOLVING THE DEFORMATION CHARACTERISTICS OF
BEAM
BAKALÁŘSKÁ PRÁCE
BACHELOR'S THESIS
AUTOR PRÁCE KAREL PODSEDNÍK
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE Ing. PETR DAMBORSKÝ
SUPERVISOR
BRNO 2011
Vysoké učení technické v Brně, Fakulta strojního inženýrství
Ústav mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky
Akademický rok: 2010/2011
ZADÁNÍ BAKALÁŘSKÉ PRÁCE
student(ka): Karel Podsedník
který/která studuje v bakalářském studijním programu
obor: Strojní inženýrství (2301R016) 
Ředitel ústavu Vám v souladu se zákonem č.111/1998 o vysokých školách a se Studijním a
zkušebním řádem VUT v Brně určuje následující téma bakalářské práce:
Porovnání metod řešení deformačních charakteristik nosníku
v anglickém jazyce:
Comparison of methods for solving the deformation characteristics of beam
Stručná charakteristika problematiky úkolu:
Přehled a rešerše metod určování deformačních charakteristik střednice nosníků - diferenciální
rovnice ohybové čáry, Castiglianova věta, metoda konečných prvků.
Cíle bakalářské práce:
Popis a demonstrování aplikace uvedených metod na vzorové úloze, posouzení jejich výhod a
nevýhod.
Seznam odborné literatury:
1. Janíček P., Ondráček E., Vrbka J., Burša J.: Mechanika těles - Pružnost a pevnost I, VUT Brno,
FSI, 2004
2. Höschl C.: Pružnost a pevnost ve strojírenství, SNTL Praha, 1971
3. Stříž B.: Pružnost a pevnost I, VŠST Liberec, 1971
4. Šmiřák S.: Pružnost a pevnost, VUT Brno, FAST, 1966
5. Hájek E., Reif P., Valenta F.: Pružnost a pevnost I, SNTL Praha, 1988
Vedoucí bakalářské práce: Ing. Petr Damborský
Termín odevzdání bakalářské práce je stanoven časovým plánem akademického roku 2010/2011.
V Brně, dne 25.1.2011
L.S.
_______________________________ _______________________________
prof. Ing. Jindřich Petruška, CSc. prof. RNDr. Miroslav Doupovec, CSc.
Ředitel ústavu Děkan fakulty
Abstrakt 
 
 Cílem této bakalářské práce je přehled, rešerše a praktické použití metod určování 
deformačních charakteristik střednice nosníku. Diferenciální rovnice ohybové čáry, 
Castiglianova věta a metoda konečných prvků budou použity pro řešení napjatosti a 
deformace v lineární pružnosti a pevnosti. Výsledky analytického řešení byly ověřeny 
v programu ANSYS. 
Abstract 
 
 The aim of this bachelor thesis is survey, research and practical application of methods 
determining the deformation characteristics of the beam center. Differential equations of 
flexural line, Castigliano's theorem and the finite element Metod will be used for solving 
deformations in linear mechanics of material. The results of analytical solution were verified 
by numerical calculation in program ANSYS. 
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Úvod 
 
 Hlavní náplní této práce je porovnat efektivnost a operační složitost při řešení ohybové 
čáry a deformačních charakteristik jednoduchého prizmatickém prutu, který je zatížen silou a 
spojitým zatížením. Součástí je teoretický popis využitých metod. Jako první je modelový 
příklad řešen pomocí Castiglianovy věty. Pro srovnání jsou vybrány diskrétní body, ve 
kterých jsou řešeny deformační charakteristiky jako průhyb a natočení střednice. Dalším 
bodem je vyjádření diferenciální rovnice ohybové čáry. Pro srovnání analytických metod je 
využito metody konečných prvků. Při výpočtech je využito programu Maple a MKP řešiče 
ANSYS.    
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1. Diferenciální rovnice ohybové čáry: 
 
Mějme prizmatický prut, který splňuje prutové předpoklady. Pro řešení deformace 
použijeme diferenciální rovnici ohybové čáry. V zadané úloze se omezíme pouze na prostý 
ohyb, ve kterém použijeme diferenciální rovnici ohybové čáry ve tvaru [1]: 
 
JyE
My
w
w
⋅
=
′+
′′±
3/22 )1(                                                 (2.1) 
 
 
 
 Obr. 2.1: Zatížený prut 
 
 
Analyticky lze tuto rovnici řešit pouze pro elementární případy obsahující eliptické 
funkce. Znaménko vyskytující se na levé straně závisí na volbě souřadného systému. Když 
například zvolíme kladně osu z směřující dolů, v rovnici bude znaménko mínus. Abychom 
mohli použít tento přístup, průhyby, které se s ním počítají, musí být dostatečně malé. 
Dostatečně malé znamená, že splňují podmínku: 
 
1)(2 <<′ xw
 
 
pro tyto malé deformace w ve směru osy z rovnice přejde do tvaru: 
 
JE
My
w
⋅
±=′′
                                                   (2.2) 
 
a tuto rovnici budeme dále používat ve výpočtech. Je to obyčejná lineární diferenciální 
rovnice 2. řádu s pravou stranou řešitelná přímou integrací [1]. Znaménko opět závisí na 
volbě globálního souřadnicového systému.  
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Průhyb w a natočení φ( w′ ) vypočteme postupnou itegrací vztahu: 
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V rovnicích dále vystupují integrační konstanty. Integrační konstanty určíme: 
 
• z vazbových podmínek prutu 
• z podmínky spojitosti a hladkosti ohybové čáry v místě změny tvaru funkce 
 
 Jsou-li ohybové momenty v různých intervalech vyjádřeny různými momenty, musíme 
řešit pro každý interval zvlášť diferenciální rovnice. 
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2. Věta Castiglianova 
 
Mějme lineárně pružné těleso, na které působí obecná silová soustava Π a jedna 
osamělá síla KF
r
. Na těleso tedy působí soustava KC F
r
∪Π=Π
 viz obr.1. 
 
                                                    Π                                                                      Π 
 
                                        
 
 
 
         KF
r
                              KF
r
 
 
 
 
 
Obr. 3.1: Zatěžovací soustava 
 
 Soustava vykonala deformační práci A. Předpokládejme nyní, že sílu 
KFKK
eFF r
r
⋅=
 
zvětšíme o 
KFKK
edFFd r
r
⋅=
 což znamená, že zvětšíme velikost síly, ale nezměníme její 
nositelku [1] viz obr.2. 
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 Obr. 3.2: 1. Historie zatěžování 
 
Po tomto zvětšení síly KF
r
  působí na těleso soustava { }KK FdF rr ,1 ∪Π=Π . 
V důsledku toho se deformační práce A změní o přírůstek daný totálním diferenciálem, jehož 
členy vyšších řádů zanedbáváme [1]: 
 
                                                            K
K
K dFF
AdA
∂
∂
=
                                                       (3.1) 
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Průběh zatěžování i vzrůst deformační práce je zřejmý ze schématu: 
 { } { }KCC Fd rr ∪Π→Π→0  
      (3.2) 
KdAAA +→→0  
 
 U tělesa předpokládáme lineárně pružný stav, pak platí věta o nezávislosti napjatosti  a 
deformace a tedy i deformační práce na historii zatěžování. Deformační práce je tedy stejná 
pro všechny zatěžovací historie, které mají stejný počáteční i koncový stav [1]. 
 Místo 1. historie zatěžování nyní uvažujme 2. historii zatěžování viz obr.3. 
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                                   1B                          1B   
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r
, KFd
r
            Ku   KK FdF
rr
+
 
      KFd
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  Obr. 3.3: 2. Historie zatěžování 
 
 U 2. historie zatěžování platí: { } { } { } CKK FdFd Π∪→→ rrr0  a deformační práce narůstá 
takto: AdAdA KK +→→ 10 . 
 
Přírůstek deformační práce samotné síly je pak: 
 
KKK dudFdA 2
1
1 =                                                     (3.3) 
 
Při dalším zatížení soustavou CΠ  vykoná soustava práci CA  a síla KFd
r
 vykonala 
práci KKK udFdA =2 , poté platí: 
 
KKKKKKK udFudFdudFdA =+= 2
1
                                    (3.4) 
 
veličina KK dudF2
1
 je malá vyššího řádu, čili ji můžeme zanedbat. 
 Porovnáme-li vztah (3.4) a (3.1) dostaneme: 
 
K
KKKK
K F
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                                        (3.5) 
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a u pružného materiálu uvažujeme WA = , můžeme tedy psát: 
 
K
K F
W
u
∂
∂
=  
 
Toto bylo odvození první části Castiglianovy věty. Druhá část se odvodí analogicky 
k první části. Stačí jen uvažovat místo osamělé síly F
r
 osamělou dvojici o momentu M
r
 a 
místo posuvu u uvažovat úhel ϕ . 
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3. Metoda konečných prvků 
 
Mezi metodami pro numerické řešení obyčejných a parciálních diferenciálních rovnic 
s okrajovými podmínkami hrají důležitou roli variační metody Ritzova resp. Galerkinova 
metoda [4].  
Metoda konečných prvků (dále jen MKP) vychází právě z principů těchto dvou 
variačních metod. Je velmi účinnou numerickou metodou řešení  okrajových úloh mechaniky 
kontinua. V současnosti se nejvíce používá při numerickém řešení úloh teorie pružnosti a 
plasticity. 
Algoritmy řešení rovinných, plošných a prostorových konstrukcí metodou konečných 
prvků, jsou v kompaktním maticovém zápisu popsány algoritmy řešení uvedených úloh, které 
jsou doplněny podrobnou analýzou okrajových podmínek a způsobem jejich realizace [3]. 
Tato metoda nám umožňuje dosáhnout toho, aby matice tuhosti A  měla jednodušší řešení. 
Dosahujeme toho tím, že matice je symetrická a mnoho prvků této matice má nulovou 
hodnotu. Volbou báze ( )Nϕϕ ,...,1  ovlivňujeme, již zmíněnou, matici tuhosti ( )AjkA ϕϕ ,= , 
tato matice se také nazývá Gramova matice. 
V MKP se konstruují konečnědimenzionální prostory tak, že: 
 
1) daná oblast se rozdělí na mnoho podoblastí 
2) prvky NV  podprostoru jsou polynomy na každé podoblasti vzniklého rozdělení 
3) v prostoru NV , jenž se skládá z bází, je možno volit prvky báze tak, že jsou nenulové 
jen na malých oblastech, které jsou sjednocením několika málo podoblastí zvoleného 
rozdělení [4]. 
 
3.1. Rozklad na konečné prvky 
 
Rozklad dané oblasti na konečný počet podoblastí NKK ,...,1  se provádí tak, že 
jednotlivé podoblasti rozkladu jsou jednoduché geometrické útvary, na nichž se jednoduše 
dají definovat polynomy [4]. Tyto podoblasti budeme nazývat prvky. Jednodimenzionální 
prvky jsou uzavřené, stejně velké intervaly (úsečky). Ve 2D prostoru máme na výběr 
trojúhelníky a čtyřúhelníky, ve 3D prostoru pak čtyřstěny, kvádry a trojboké jehlany. 
Na jednotlivých prvcích rozkladu nyní musíme definovat polynomy. Zavedeme tedy 
konečný prvek jako trojici ( )Σ,, PK , kde K  je prvek rozkladu, P  je prostor polynomů 
definovaných na  K  a Σ  je konečná množina funkčních hodnot (hodnot derivací polynomu) 
z prostoru P  ve zvolených bodech prvku K . Body, v nichž jsou hodnoty nebo derivace 
polynomu voleny , se nazývají uzly a funkční hodnoty (nebo derivace polynomů) se nazývají 
uzlové parametry. Σ  je tedy množina uzlových parametrů a počet prvků této množiny se 
nazývá počet stupňů volnosti daného konečného prvku. 
Bázové funkce v MKP volíme tak, aby právě jeden jejich uzlový parametr nabýval 
hodnoty jedna a všechny zbývající hodnoty nula. Přibližné řešení je lineární kombinace 
bázových funkcí a uzlové parametry přibližného řešení jsou právě koeficienty této lineární 
kombinace [4]. 
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3.2. Jednodimenzionální konečné prvky: 
 
Prvky jsou zde uzavřené intervaly ba, . Prvek může být: 
• Lineární – prostor polynomů prvního stupně, kde jsou dány uzlové parametry: ( )ap  a 
( )bp , což jsou hodnoty v krajních bodech (obr. 4.1) 
 
   Obr. 4.1: Lineární prvek 
 
• Kvadratický – prostor polynomů druhého stupně s uzlovými parametry: ( )ap , 





 +
2
bap  a ( )bp  (obr. 4.2) 
 
   Obr. 4.2: Kvadratický prvek 
 
• Obecný Lagrangeův – prostor polynomů n-tého stupně, uzlové parametry: ( )ap , 
( )∆+ap , ( )∆+ 2ap , …, ( )bp  (obr. 4.3) 
 
   Obr. 4.3: Obecný Lagrangeův prvek 
 
• Kubický Hermitův – prostor polynomů třetího stupně, uzlové parametry: ( )ap , ( )ap′ , 
( )bp , ( )bp′  (obr. 4.4) 
 
   Obr. 4.4: Kubický Hermitův prvek 
 
• Obecný Hermitův – prostor polynomů 2n-1 stupně s uzlovými parametry: ( )ap , 
( )ap′ , …, ( ) ( )ap n 1− , ( )bp , ( )bp′ , …, ( ) ( )bp n 1−  (obr. 4.5 pro 4=n ) 
 
   Obr. 4.5:Obecný Hermitův prvek 
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 V dalších výpočtech je vhodné definovat konečné prvky na intervalu 1,0 . Obecný a 
referenční interval se dá transformovat podle vzorce:  
 
( ) ( ) ξξξ daaabx +−=+−= 1  
 
kde bax ,∈  a 1,0∈ξ . Inverzní transformace pak je: 
 
ab
ax
−
−
=ξ  
 
Při lineární transformaci stačí definovat konečné prvky jen na referenčním intervalu: 
 
• Lineární prvek: 
Bázové funkce zde jsou: ( ) ξξ −= 11p , ( ) ξξ =2p  
 
• Kvadratický prvek: 
Bázové funkce: ( ) 132 21 +−= ξξξp , ( ) ( )ξξξ −= 142p  a ( ) ξξξ −= 23 2p  
 
• Obecný Lagrangeův prvek: 
Bázové funkce: ( ) ( ) ( )ξξ nkk lp =    ( )1,...,2,1 += nk , kde ( )( )ξnkl  je elementární 
Lagrangeův interpolační polynom. 
 
• Kubický Hermitův prvek: 
Bázové funkce: ( ) 132 2300 +−= ξξξp ,   ( ) ξξξξ +−= 2301 2p  
     ( ) 2310 32 ξξξ +−=p  ,       ( ) 2311 ξξξ −=p   
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4. Zadání příkladu: 
 
Diferenciální přístup, Castiglianovu větu a metodu konečných prvků demonstrujeme 
na tomto příkladě: 
 Mějme jednoduchý přímý nosník, z jedné strany vetknutý a z druhé strany podepřený 
obecnou vazbou, zatížený silou a lineárním liniovým zatížením (obr. 5.1). Na napjatost a 
deformaci má nevýznamnější vliv ohybový moment ze všech složek VVU, proto uvažujeme 
energii napjatosti pouze od ohybu. Budeme určovat silové reakce v podporách nosníku, dále 
rovnici ohybové čáry a úhlu natočení a hodnoty průhybu a úhlu natočení v jednom bodě 
střednice (uprostřed prutu, pod silou F
r
). 
 
 
 Obr. 5.1: Zadání 
 
Před statickým rozborem provedeme úplné uvolnění (viz obr. 5.2). Vetknutí odebírá tři 
stupně volnosti (dvě síly a moment). Jakmile máme uvolnění, můžeme přejít k samotnému 
statickému rozboru, který se provádí k určení počtu deformačních rovnic: 
Neznámé parametry { }BAAZAX FMFFNP ,,,=  ; 4=µ  ; 3=υ  odtud 
134 =−=−= υµS
 => úloha je 1x staticky neurčitá. 
 
 Obr. 5.2: Úplné uvolnění 
 
µ  znamená počet neznámých parametrů a ν  je počet použitelných statických podmínek. 
 Ze statického rozboru jsme zjistili, že daná soustava je 1x staticky neurčitá, to 
znamená, že musíme napsat jednu deformační rovnici, kterou uvedeme až při výpočtech 
jednotlivých metod.  
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Z úplného uvolnění, určíme rovnice statické rovnováhy: 
 
∑ = 0XF  :  0=AXF  
∑ = 0ZF  :  0=−⋅++− BAZ FLqFF  
∑ = 0AM  :  022
=⋅⋅−⋅−⋅+
LLqLFLFM BA
 
 
Z rovnic statické rovnováhy pro zadaný prut vyjádříme sílu AZF  a moment AM . 
 
BAZ FLqFF −⋅+=  
LFLqLFM BA ⋅−⋅⋅+⋅⋅=
2
2
1
2
1
 
 
Částečné uvolnění se provádí uvolněním vazeb ze základního tělesa. V našem případě 
jsme zvolili uvolnění pravé strany posuvné vazby nosníku, vazbu s označením B (obr. 5.3).  
 
Obr. 5.3: Částečné uvolnění vazby B 
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5. Výpočet deformačních charakteristik nosníku podle 
Castiglianovy věty: 
 
Vliv posouvající síly na deformační charakteristiky umožňuje zahrnout integrální 
přístup. Úloha je lineární, když splňuje následující podmínky: 
 
1. materiál těles je lineárně pružný 
2. deformace těles je malá 
3. složky tenzoru přetvoření jsou malé 
4. okrajové podmínky jsou lineární 
 
Tato úloha je splňuje, můžeme tedy použít integrální přístup formulovaný Castiglianovou 
větou. 
 
 
Obr. 6.1: Řezy a zakótování proměnné x 
 
Nosník rozdělíme na dva intervaly, pro které napíšeme ohybové momenty. 
Zakótovaný nosník s proměnnou x je na obr. 6.1.   
 
I. interval 
2
;0 Lx ∈
 
0
2
2
1 =⋅+⋅−
xqxFM BO  
 
II. interval 
2
;0 Lx ∈
 
0
2
2
2
2
2 =⋅+






+
⋅+





+⋅− xF
x
L
qxLFM BO  
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Vyjádříme ohybové momenty:  
I. interval 
2
;0 Lx ∈
 
2
2
1
xqxFM BO ⋅−⋅=  
 
 
II. interval 
2
;0 Lx ∈
 
xF
x
L
qxLFM BO ⋅−






+
⋅−





+⋅=
2
2
2
2
2  
 
Při řešení rovnic průhybu a natočení je důležité zavést okrajové podmínky. Okrajové 
podmínky nám umožňují řešit neznámou reakci síly BF  v místě kde známe průhyb. Posuvná 
vazba nám zajišťuje, že na jejím místě bude nulový průhyb. Matematický zápis je pak takto: 
( ) 00 ==xw
 
 
5.1. Určení reakce síly BF   
Silovou reakci v místě vazby B budeme vyjadřovat z rovnice průhybu. Dosazením do 
okrajové podmínky pak můžeme jednoduše vyjádřit neznámou sílu ve vazbě. 
Obecná rovnice průhybu: 










⋅
∂
∂
⋅+⋅
∂
∂
⋅⋅
⋅
=
∂
∂
= ∫∫
2
0
2
2
2
0
1
1
1
L
B
O
O
L
B
O
O
yB
dx
F
MMdx
F
MM
JEF
W
w
 
 Dosazením do okrajové podmínky pak dostáváme: 
( )














⋅





+⋅














⋅−






+
⋅−





+⋅+⋅⋅





⋅−⋅= ∫∫
2
0
2
2
0
2
22
2
22
0
L
B
L
B dxx
L
xF
x
L
qxLFdxxxqxF
 
Vyjádříme silovou reakci BF  ve vazbě B 
LqFFB ⋅⋅+⋅= 8
3
16
5
 
  
Z rovnic silové a momentové rovnováhy určíme i zbylé reakce AZF  a AM  : 
FLqLqFAZ ⋅+⋅⋅+⋅⋅= 2
1
20
7
20
3
01  
LFLqLqM A ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−= 8
1
60
13
15
2 2
0
2
1   
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5.2. Vyšetření deformačních charakteristik 
 
Budeme řešit průhyb a natočení uprostřed prutu v působišti síly F a omezíme se pouze 
na řešení energie napjatosti vyvolané ohybovými momenty.  
 
5.2.1. Průhyb podle Castiglianovy věty 
 
Začneme průhybem. Jednotlivé ohybové momenty budeme parciálně derivovat podle 
síly F takto: 










⋅
∂
∂
⋅+⋅
∂
∂
⋅⋅
⋅
=
∂
∂
= ∫∫
2
0
2
2
2
0
1
1
1
L
O
O
L
O
O
y
F dxF
M
Mdx
F
M
M
JEF
W
w
 
Dosazením za sílu BF  a úpravou rovnic získáváme rovnici průhybu Fw . Kvůli délce 
vzorce rozdělíme průhyb na 1Fw  a 2Fw , které pak následně sečteme. Rovnice pro 1Fw bude 
vypadat následovně:
 










⋅





⋅⋅





⋅−⋅





⋅⋅+⋅
⋅
= ∫ dxx
xqxLqF
JE
w
L
y
F
2
0
2
1 16
5
28
3
16
51
 
pro 2Fw  takto: 














⋅





⋅+⋅−⋅














⋅−






+
⋅−





+⋅





⋅⋅+⋅
⋅
= ∫
2
0
2
2 32
5
16
11
2
2
28
3
16
51
L
y
F dxLxxF
x
L
qxLLqF
JE
w
 
kde 1Fw  je průhyb na prvním intervalu 2;0
L
x ∈
 a 2Fw  je průhyb na druhém intervalu 
2
;0 Lx ∈ . Obě rovnice upravíme: 
 




⋅⋅+⋅⋅
⋅
=
34
1 6144
25
2048
51 LFLq
JE
w
y
F  
 




⋅⋅+⋅⋅
⋅
=
34
2 6144
31
6144
171 LFLq
JE
w
y
F  
 
Sečtením rovnic získáme rovnici průhybu Fw  uprostřed prutu: 




⋅⋅+⋅⋅
⋅
=
34
768
7
192
11 LFLq
JE
w
y
F  
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5.2.2. Natočení podle Castiglianovy věty 
  
 Abychom mohli řešit natočení uprostřed prutu, kde není žádný moment, musíme 
v tomto bodě zavést doplňkový moment dµ . Tento moment je ve skutečnosti nulový, ale nulu 
místo něj dosadíme až ve výsledku, protože podle něj budeme derivovat ohybový moment na 
druhém intervalu. Ohybový moment na prvním intervalu se nám nezmění, na druhém bude 
vypadat takto:  
   
dBO xF
x
L
qxLFM µ+⋅−






+
⋅−





+⋅=
2
2
2
2
2  
 
 Rovnice natočení obecně pro náš příklad: 
 










⋅
∂
∂
⋅+⋅
∂
∂
⋅⋅
⋅
=
∂
∂
= ∫∫
2
0
2
2
2
0
1
1
1
L
d
O
O
L
d
O
O
yd
dxMMdxMM
JE
W
µµµ
ϕ
 
 
 V prvním ohybovém momentu se nevyskytuje doplňkový moment dµ , proto bude 
první část závorky nulová. Dosazením síly BF  dostáváme rovnici natočení. 
 
( )














⋅














+⋅−






+
⋅−





+⋅





⋅⋅+⋅⋅
⋅
= ∫ dxxF
x
L
qxLLqF
JE
L
d
y
1
2
2
28
3
16
51 2
0
2
µϕ
 
 
 Po úpravě rovnice a dosazením 0=dµ   získáváme výsledné natočení: 
 






⋅⋅−⋅⋅−⋅
⋅
=
23
128
1
192
11 LFLq
JE y
ϕ
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6. Výpočet deformačních charakteristik podle diferenciální 
rovnice ohybové čáry: 
 
 
 
 
 Řešení diferenciální metodou je za předpokladu malých deformací. Diferenciální 
rovnice průhybové čáry pro prut namáhaný základním ohybem má tvar: 
 
yJE
Mo
w
⋅
−=′′
 
 
 Na začátku určíme tzv. okrajové podmínky (vazbové podmínky prutu a podmínky 
spojitosti a hladkosti ohybové čáry): 
 
• Vazbové podmínky prutu:  
 
( ) ( ) ( ) 0,0,00 221 ==′==== LxwLxwxw  
 
• Podmínky spojitosti a hladkosti ohybové čáry:  
 






=′=





=′





==





=
22
,
22 2121
L
xw
L
xw
L
xw
L
xw  
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6.1. Určení integračních konstant a síly BF  
 
Určení jednotlivých ohybových momentů: 
2
2
1
11
xqxFM BO ⋅−⋅=  






−⋅−⋅−⋅=
22 2
2
2
22
L
xF
x
qxFM BO  
Jelikož  jsou ohybové momenty v intervalech I a II popsány různými funkcemi, 
musíme řešit dvě diferenciální rovnice průhybové čáry. 
I. interval 
2
;01
L
x ∈
 
( )
2
2
1
11
x
qxFxwJE By ⋅+⋅−=′′⋅⋅  
( ) 131211 6
1
2
1 CxqxFxwJE By +⋅⋅+⋅⋅−=′⋅⋅  
( ) 21141311 24
1
6
1 CxCxqxFxwJE By +⋅+⋅⋅+⋅⋅−=⋅⋅  
 
II. interval Lx ;02 ∈
 
( ) 





−⋅+⋅+⋅−=′′⋅⋅
22 2
2
2
22
L
xFxqxFxwJE By  
( ) 322232222 2
1
2
1
6
1
2
1 CxLFxFxqxFxwJE By +⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−=′⋅⋅  
( ) 423223242322 4
1
6
1
24
1
6
1 CxCxLFxFxqxFxwJE By +⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−=⋅⋅  
 Integrační konstanty a sílu BF  určíme dosazením do okrajových podmínek:  
• ( ) 001 ==xw : 
21
43 00
24
10
6
10 CCqFB +⋅+⋅⋅+⋅⋅−=    02 =⇒C  
 
• ( ) 02 == Lxw  
 43
2343
4
1
6
1
24
1
6
10 CLCLLFLFLqLFB +⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−=  
 
• ( ) 02 ==′ Lxw  
  3
232
2
1
2
1
6
1
2
10 CLLFLFLqLFB +⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−=  
 
• 





==





=
22 21
L
xw
L
xw  
43
2343
21
43
224
1
26
1
224
1
26
1
2224
1
26
1 CLCLLFLFLqLFCLCLqLF BB +





⋅+





⋅⋅⋅−





⋅⋅+





⋅⋅+





⋅⋅−=+





⋅+





⋅⋅+





⋅⋅−
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• 





=′=





=′
22 21
L
xw
L
xw
3
232
1
32
22
1
22
1
26
1
22
1
26
1
22
1 CLLFLFLqLFCLqLF BB +





⋅⋅⋅−





⋅⋅+





⋅⋅+





⋅⋅−=+





⋅⋅+





⋅⋅−  
Dostali jsme pět rovnic o pěti neznámých. Upravením a vyjádřením těchto rovnic 
dostaneme sílu BF  a  konstanty 1C ,
 
2C , 3C  a 4C  
LqFFB ⋅⋅+⋅= 8
3
16
5
 
32
1 48
1
32
1 LqLFC ⋅⋅+⋅⋅=  
02 =C  
32
3 48
1
32
5 LqLFC ⋅⋅+⋅⋅=  
3
4 48
1 LFC ⋅⋅−=
 
 
6.2. Výpočet deformačních charakteristik  
 
6.2.1. Průhyb diferenciálním přístupem 
 
Dosazením do rovnice průhybu w  a dosazením za sílu BF  a za konstanty 1C ,
 
2C , 3C  a 
4C
 
získáváme průhyb Fw   pod silou F, uprostřed prutu. Opět z důvodu délky vzorce 
rozdělíme průhyb Fw  na složky 1Fw  a 2Fw . 
I. interval 
21
L
x ∈
 
( )0
248
1
32
1
224
1
28
3
16
5
6
1 32
43
1 +





⋅





⋅⋅+⋅⋅+





⋅⋅+





⋅





⋅⋅+⋅⋅−=
LLqLFLqLLqFwEJ Fy  
 
II. interval Lx ∈2
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 





⋅⋅−+⋅





⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅





⋅⋅+⋅⋅−= 33222
3
2
4
2
3
2 48
1
48
1
32
5
4
1
6
1
24
1
8
3
16
5
6
1 LFLLqLFLLFLFLqLLqFwEJ Fy  
 
Sečtením rovnic získáme rovnici průhybu Fw  uprostřed prutu: 




⋅⋅+⋅⋅
⋅
=
34
768
7
192
11 LFLq
JE
w
y
F  
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6.2.2. Natočení diferenciálním přístupem 
 
 Natočení uprostřed prutu spočteme obdobně jako průhyb. Pro přehlednost rozdělíme 
natočení Fw′  na složky 1Fw′  a 2Fw′ . 
I. interval 
21
L
x ∈
 
( ) 





⋅⋅+⋅⋅+





⋅⋅+





⋅





⋅⋅+⋅⋅−=′ 32
32
11 48
1
32
1
26
1
28
3
16
5
2
1 LqLFLqLLqFxwEJ Fy  
 
II.interval Lx ∈2  
 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 





⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅





⋅⋅+⋅⋅−=′ 3223222 48
1
32
5
2
1
2
1
6
1
8
3
16
5
2
1 LqLFLLFLFLqLLqFxwEJ Fy  
 
Sečtením rovnic získáme rovnici natočení
 
Fw′  uprostřed prutu: 
 






⋅⋅−⋅⋅−⋅
⋅
=′
23
128
1
192
11 LFLq
JE
w
y
F
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7. Výsledné vnitřní účinky: 
 
 Výsledné vnitřní účinky v příčném průřezu prutu uvádějí vnější silovou soustavu 
působící na prvek tímto průřezem uvolněný do statické rovnováhy [1]. Výslednými vnitřními 
účinky myslíme vykreslení průběhu posouvající síly a ohybového momentu. Vykreslení bylo 
provedeno v programu Maple viz obr. 8.1. Do Maplu byly do všech výpočtů dosazovány 
hodnoty: 
 
• Modul pružnosti v tahu: PaE 11101,2 ⋅=  
• Síla: NF 500=  
• Spojité zatížení: 
m
Nq 1=  
• Průměr nosníku: md 1,0=  
• Délka nosníku: mL 1=  
• Kvadratický moment průřezu: 
64
4dJ y
⋅
=
pi
 
 
 
 
Obr. 8.1: Výsledné vnitřní účinky. 
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8. Grafický průběh průhybu  
  
 Průběh průhybu nosníku podél střednice můžeme vidět na obr. 9.1. Souřadnicový 
systém byl volen tak, že osa z má kladné hodnoty směrem dolů, graf má pak kladnou osu 
směrem nahoru. 
 
 
Obr. 9.1: Grafický průběh průhybu nosníku v programu Maple. 
 
 
9. Grafický průběh natočení  
 
 Grafický průběh natočení viz obr.10.1. 
 
 
 Obr.10.1: Grafický průběh natočení nosníku v programu Maple. 
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10. Řešení nosníku metodou konečných prvků 
  
 Teorii konečných prvků nyní použijeme k výpočtu stejného příkladu. Zadání je tedy 
dané. Nejprve rozdělíme prut na několik stejně velkých prvků (intervalů) viz obr. 11.1. 
V tomto případě to budou 4 prvky a jejich společné body (uzly) označíme písmeny x . 
 
 
 Obr. 11.1: Prut rozdělený na prvky 
 
 Budeme opět řešit průhyb a natočení uprostřed prutu pod silou F . Jednotlivé intervaly 
budou mít své rovnice průhybu: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xpxpxpxpxw 11411031012100111 ⋅∆+⋅∆+⋅∆+⋅∆=  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xpxpxpxpxw 11421032012200122 ⋅∆+⋅∆+⋅∆+⋅∆=  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xpxpxpxpxw 11431033012300133 ⋅∆+⋅∆+⋅∆+⋅∆=  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xpxpxpxpxw 11441034012400144 ⋅∆+⋅∆+⋅∆+⋅∆=  
 
∆11...průhyb v x0,   ∆21...natočení v x0,   ∆31...průhyb v x1,   ∆41...natočení v x1 
∆12...průhyb v x1,   ∆22...natočení v x1,   ∆32...průhyb v x2,   ∆42...natočení v x2 
∆13...průhyb v x2,   ∆23...natočení v x2,   ∆33...průhyb v x3,   ∆43...natočení v x3 
∆14...průhyb v x3,   ∆24...natočení v x3,   ∆34...průhyb v x4,   ∆44...natočení v x4 
 
 Z okrajových podmínek vyplývá: ∆11=0,   ∆21=0,   ∆34=0 
 Pro zjednodušení poupravíme značení: 
 
 ∆12=∆31=∆1  ∆42=∆23=∆4  ∆44=∆7 
 ∆41=∆22=∆2  ∆33=∆14=∆5 
 ∆32=∆13=∆3  ∆43=∆24=∆6 
   
 Na jednotlivé prvky aplikujeme kubický Hermitův prvek. Je to prostor polynomů 
třetího stupně, který má definované hodnoty v krajních bodech a jejich derivace. Bázové 
funkce tedy jsou: 
 
 ( ) 132 2300 +−= ξξξp  
 ( ) ξξξξ +−= 2301 2p  
 
( ) 2310 32 ξξξ +−=p  
 ( ) 2311 ξξξ −=p   
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 Uplatněním okrajových podmínek a dosazením bázových funkcí do rovnic průhybu 
dostáváme následující rovnice: 
 
 ( ) ( ) ( )2322311 32 ξξξξ −⋅∆++−⋅∆=xw  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2342332322311 322132 ξξξξξξξξξ −⋅∆++−⋅∆++−⋅∆++−⋅∆=xw  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2362352342331 322132 ξξξξξξξξξ −⋅∆++−⋅∆++−⋅∆++−⋅∆=xw  
 ( ) ( ) ( ) ( )2372362351 2132 ξξξξξξξ −⋅∆++−⋅∆++−⋅∆=xw  
 
 Cílem je najít minimum funkcionálu potenciální energie nosníku: 
 
( )( )
22 00
2
2 L
wFdxwxqdx
x
wJE LLy
⋅⋅−⋅−





∂
∂⋅
=Π ∫∫  
 
 Tento funkcionál se poté derivuje podle všech ∆ a položí roven nule: 
 
0=
∆∂
Π∂
 
 
 Postupně dostaneme sedm rovnic o sedmi neznámých, kde vyjádříme všechny  ∆. 
Hodnotu hledaného průhybu získáme z rovnice průhybu 2w  dosazením za 1=ξ  nebo 
z rovnice průhybu 3w  dosazením za 0=ξ , protože průhyb tohoto uzlu musí být stejný pro 
oba prvky. 
 Obdobně dostaneme i hodnotu natočení. Derivací průhybu ξ∂
∂ 2w
 a následným 
dosazením za ξ . Podrobný výpočet je uveden v příloze na přiloženém CD. 
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11. Grafický výstup z programu ANSYS 
 
 Na obrázku (obr. 11.1) můžeme vidět deformovaný tvar nosníku. Program vykreslil 
barevně jednotlivé posuvy v uzlech v ose y. Tvar se shoduje s grafickým průběhem průhybu 
nosníku který byl vykreslen v programu Maple. Do ANSYSu byly zadávány hodnoty: 
 
• Youngův modul pružnosti (v ANSYSu značen jako EX): MPaE 5101,2 ⋅=  
• Poissonovo číslo (NUXY): 3,0=µ  
• Síla (Force): NF 500=  
• Spojité zatížení (Pressure): 
m
Nq 1=  
• Průměr nosníku: mmd 100=  
• Délka nosníku: mmL 1000=  
 
kde zatížení nemají žádné konkrétní použití v praxi, jsou pouze voleny pro sjednocení 
výpočtů v programu Maple a ANSYS. Materiál byl volen lineárně elastický - izotropní. Prut 
byl rozdělen na 8 intervalů, které mají stejnou délku. Hledaný průhyb pod silou F má 
hodnotu: m0.0045463m=Fw .  
 
 
 
 Obr. 11.1: Grafický výstup z programu ANSYS 
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12. Závěr 
 
 V závěrečné práci jsme počítali průhyb a natočení nosníku v místě působiště síly třemi 
různými metodami. Výsledky byly porovnány s numerickým řešením programem ANSYS. 
Jednotlivé metody mají každá trochu jiný přístup k řešení. Porovnávání metod na jednom 
příkladu nám dává jedinečnou možnost pozorovat výpočetní složitost a náročnost každé 
zvlášť. Z toho plyne vhodnost použití. Poznatky které vyplynuly z výpočtů jsou shrnuty níže. 
 Diferenciální rovnice ohybové čáry nám popisuje celou ohybovou čáru, při větším 
počtu úseků roste výpočtová složitost při určování integračních konstant. 
 Castiglianova věta je výhodná zejména při řešení deformačních charakteristik v 
jakémkoliv místě střednice zavedením doplňkových sil nebo momentů. Další výhodou této 
metody je rychlost. 
 V softwaru ANSYS je přesné numerické řešení s maximální chybou 10%. Možnost 
výpočtu tvarově složitých součástí a snadné určení nebezpečných míst.  
 Castiglianova věta a diferenciální rovnice ohybové čáry nám dávají přesné řešení, na 
rozdíl od metody konečných prvků, kde dostaneme přibližné numerické řešení, které však 
postupným „zjemňováním“ sítě konverguje k přesné hodnotě. 
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Seznam použitých symbolů 
 
yM     - ohybový moment     [ ]Nmm  
E     - modul pružnosti v tahu    [ ]MPa  
yJ     - kvadratický moment průřezu   [ ]4mm  
41−C     - integrační konstanty     [ ]−  
KF
r
    - osamělá síla      [ ]N  
Ku     - posuv deformované střednice   [ ]mm  
ϕ     - natočení deformované střednice   [ ]rad  
BF
r
    - reakční síla v bodě B    [ ]N  
qr     - liniové zatížení     [ ]1−⋅ mmN  
AM
r
    - reakční moment v bodě A    [ ]Nmm  
AF
r
    - reakční síla v bodě A    [ ]N  
L     - délka nosníku     [ ]mm  
Fw     - posuv pod silou     [ ]mm  
d     - průměr nosníku     [ ]mm  
µ     - Poissonův poměr     [ ]−  
Fw′     - natočení pod silou     [ ]rad  
 
 
